MATHEMATIK | Q-PHASE · JAHRGANG 11
Übungsaufgabe – Funktionsuntersuchung
Nullstellen · Extrempunkte · Wendepunkt · Tangente und Normale
Name: ______________________________     Datum: __________________
Gegeben ist die ganzrationale Funktion f(x) = x³ − 3x² + 4.
Aufgaben
1. Bestimme die ersten drei Ableitungen von f.
2. Berechne alle Nullstellen und gib ihre Vielfachheiten an.
3. Bestimme die Extrempunkte und klassifiziere sie mithilfe der zweiten Ableitung.
4. Bestimme den Wendepunkt und begründe, dass tatsächlich ein Wendepunkt vorliegt.
5. Berechne die Gleichungen der Wendetangente und der Normalen im Wendepunkt.
6. Untersuche die Monotonie und skizziere den Graphen anhand der Ergebnisse.
7. Für gₐ(x) = a · f(x) mit a > 1: Beschreibe, wie sich Wendepunkt und Wendetangente verändern. Begründe.
Hinweis: Gib alle Rechenschritte an. Verwende möglichst exakte Werte.


Musterlösung – vollständige Rechenwege
1. Ableitungen
f′(x) = 3x² − 6x;   f″(x) = 6x − 6;   f‴(x) = 6.
2. Nullstellen
x³ − 3x² + 4 = (x + 1)(x² − 4x + 4) = (x + 1)(x − 2)².
Somit N₁(−1 | 0) (einfach) und N₂(2 | 0) (doppelt, Berührpunkt).
3. Extrempunkte
f′(x) = 3x(x − 2) = 0  ⇒  x = 0 oder x = 2.
f″(0) = −6 < 0 ⇒ Hochpunkt H(0 | 4).
f″(2) = 6 > 0 ⇒ Tiefpunkt T(2 | 0).
4. Wendepunkt
f″(x) = 6x − 6 = 0 ⇒ x = 1. Wegen f‴(1) = 6 ≠ 0 liegt ein Wendepunkt vor.
f(1) = 1 − 3 + 4 = 2 ⇒ W(1 | 2).
5. Wendetangente und Normale
Tangentensteigung: mₜ = f′(1) = 3 − 6 = −3.
Tangente durch W: y − 2 = −3(x − 1) ⇒ t(x) = −3x + 5.
Normalensteigung: mₙ = −1/mₜ = 1/3.
Normale durch W: y − 2 = (1/3)(x − 1) ⇒ n(x) = (1/3)x + 5/3.
6. Monotonie und Skizzenhinweise
f′(x) = 3x(x − 2): positiv für x < 0 und x > 2; negativ für 0 < x < 2.
Steigend auf (−∞; 0), fallend auf (0; 2), steigend auf (2; ∞).
Für die Skizze: N₁(−1 | 0), H(0 | 4), W(1 | 2), T = N₂(2 | 0) eintragen; der Graph verläuft links unten und rechts oben.
7. Vertikale Streckung
gₐ(x) = a f(x), a > 1. Die Wendestelle bleibt x = 1, denn gₐ″(x) = a f″(x).
Der Wendepunkt wird Wₐ(1 | 2a). Die Tangentensteigung ist gₐ′(1) = −3a.
Wendetangente: y − 2a = −3a(x − 1) ⇒ tₐ(x) = −3ax + 5a.
Mit wachsendem a wandert Wₐ nach oben; die Wendetangente wird steiler fallend.
Quelle / thematische Anregung: e-hausaufgaben.de, „Übungsaufgabe mit Lösung: Funktionsuntersuchung mit Nullstellen“ (abgerufen am 11.10.2026).
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